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CHAPITRE 9

Travail d’'une force et énergie mécanique

Dans tout le chapitre, le systéme est étudié daréférentiel terrestre, supposé galiléen.

I. Travail d’'une force

1) Rappels de i*S

Une force est dite constante si cette force a ménmeensité, méme direction et méme sens
durant tout le mouvement du systeme étudié.

Pour un mouvement localisé, proche de la surfack deerre, le vecteug ne varie ni en
sens, ni en direction, ni en intensité. Le poidsaks's une force constante.

Le travail d’une force F lorsque son point d’application se déplace de A ggu’a B vaut,
si cette force est constante au cours de ce mouvere

[w, .6 =FAB

Travail du poids (axe (Oz) ascendant) :
W, s (|_:3) = I_:;A_é = _ng'((XB —Xa )T + (yB “Ya )T + (ZB —Z, )E): mg(ZA _ZB)

Le travail du poids P lorsque son point d’application se déplace de A ggu’a B vaut :
Wi s (I_é) = mg(ZA _ZB)I

2) Travail élémentaire

On appelle déplacement d’'un point M la variation duvecteur position au cours de son
mouvement.

Si, a partir d'un instant t, la force peut étre considérée commenstantesur une durée
dt, alors le déplacement de son point d’applicaéintie t et t+dt est délémentaire Il est

souvent notélr .

T

dr = OM(t +dt)-OM(t) = M{t)M(t +dt)
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Au cours d'un déplacement élémentairedr de son point d’application, la force F
effectue le travail suivant, appelé travail élémeratire :

low® = Farl

3) Application au ressort : calcul d’'un travail élémertaire
On considere un ressort horizontal d’extrémitéelibt, de raideur k et de longueur a viéig
Pour étudier le mouvement du point M, on munit legnpd’'un axe (Ox) orienté par le

vecteur unitairei . L’origine de cet axe étant pris a la positionqiiifibre stable de M,
I'abscisse x de M correspond a I'allongement dsogs
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On tient I'extrémité de ce ressort a la main et’oblige a passer du point d’abscisse x a un
point d’abscisse voisine x + dx.

On veut déterminer le travail élémentaire de ladd¥ exercée par la main sur le ressort.

On choisit dx de signe quelconque, mais si pro&h@ due la forcer peut étre considérée
comme constante tout au long de ce mouvement.

Vecteur position du point de déparx.f
Vecteur position du point d'arrivée(x +dx) i
Déplacement de I'extrémité Mdr = (x + dx).T -x.i =dxi

Le travail de la forceF sur le parcours considéré est élémentaire, vhdexae dx. Ainsi :
OW (F) = Fdr=F.idx=F, dx

D’aprés la 8™ loi de Newton, la forceF est I'opposé de la force de rappel du ressort :
F =Fi=-kMO.i =kx.i.i =kx

4) Suite de I'application : calcul d’'un travail

Soient A et B deux points quelconques de I'axe (@i¥ que A soit a gauche de B (le calcul
qui suit conduit au méme résultat si A est a droéde).

On veut calculer le travail de la for@elorsque son point d’application M passe de A a B.
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Subdivisons le segment AB en n tron¢ons de longidantique dx, avec dx suffisamment

petit pour considérer le déplacemeixti comme élémentaire.
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Le travail de la forceF entre les points A et B est donc égal a la somesetdvaux sur
chacun de ces trongons, chacun de ces travaux pogiva considéré comme élémentaire :

W, ()= Wi, (F) W, (F) W, (F)+ AW (F)+W 7

n l_’Mn

=

Voici la courbe représentant I'évolution degar rapport a x.
Fx Fx = kx

A
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Xo = Xa X1 X2 X3 Xn-2 Xn-1 Xn = XB

<>
dx

Xi désigne I'abscisse du point.M

Lorsque le point M se trouvant a une abscisse Xqoque se déplace dbci le travail de
la force F s'écrit (rappel de la partie précédente) :
SW (F) = F, (x)dx

L’aire du premier rectangle hachuré vdi(x,).dx, soit le travail élémentaire de la forge
entre My et M.

Plus généralement, I'aire dti"frectangle hachuré valg (x,_,).dx, soit le travail élémentaire
de la forceF entre M4 et M.

Les rectangles hachurés ont donc une aire totalke €gla somme des travaux élémentaires
de la forceF entre A et B, autrement dit au travail de la foFcentre A et B.
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Lorsque dx tend vers 0, on peut dire que :
- l'aire de I'ensemble des rectangles tend versd’aous la courbe.

- le déplacementx. i est rigoureusement élémentaire (donc I'utilisatienla formule
du travail d’'une force constante est alors réell@mestifiée)
On obtient alors :

W, g (F) = [ "F, ().dx

On peut calculer cette intégrale via I'aire sousdarbe entre xet xg, celle d’'un trapéze :

WA—»B(E) :.[:ABFX (X).dXZ (Fx (XA) + Fx (;(B))-(XB _XA) =k (X/.\ +XB)é(XB _XA) Z%'klsz _%.k.Xf\

On peut voir cette aire comme la différence erdsedires de deux triangles de sommet O :

W, o =R (0ax=lelXe BUWX 2 2 2

Enfin, une méthode plus efficace consiste a calalitectement I'intégrale :
= _ [Xs _ (X8 _1 ZXB_l 2_1 2
W, (F)= j F, (x).dx = j k.x.dx—[z kx } = kxg =2 kg

Xa

Le travail d'une force F dont le point d’application M passe d’un point A aun point B
s’écrit :

[, .®=[ow@= | Far

5) Autre approche

Un déplacement élémentaire est en fait un déplatefad sur une durée extrémement
courte, notée dt. On peut alors confondre symbeladiérivée et taux d’accroissement. On a
alors :

J—

—

VM :ﬂ SOita;'ZQM dt
dt

On rappelle (TES) gue la puissance d’'une forEede point d’application M s’écrit :
P=E.§M

Ainsi, on en déduit que :
W, 5 (F) = f Fdr= j:‘T:(t).T/M (t)dt = t P(t).dt

Le travail d'une force F dont le point d’application M passe d’'un point A al'instantt, a
un point B a l'instant tg s’écrit :

|WM<?) = fBP(t).dtl

Remarque cette formule sera utilisée en électricite.
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[I. Energie mécanique d’'un systeme

1) Energie cinétique d’'un systéme
Pour un solide indéformable de masse m, en mouventafe translation a la vitesse v
dans le référentiel d’étude, on définit son énergieinétique dans ce référentiel par :

2

Démonstration du théoréme de I'énergie cinétique

On étudie le mouvement d’'un solide de masse masslation dans le référentiel terrestre.
On suppose qu’il subit n forces extérieures, qoe HoteF:, Fz, Fs, ...Fna et Fu.

On note M, My, Mg, ..., Mn1 et M, leur point d’application respectif.

On notedr:, drs, drs, ...drn et dr, leur déplacement élémentaire pendant une durée dt.
On notedre le déplacement élémentaire du point G pendarg dettée dt.

Le référentiel terrestre étant galiléen, on peuligper la deuxiéme loi de Newton au
systeme, ce qui donne :

o - o= o .
m. =k +F+Fs+.. . +FatFy

On peut donc écrire que :

m. d;/tG .d_;'G =(_|£1 +_|£2 +I33 +...+_|£n—l +_|£nj.a'e =_|£1 .a'e +|Ez.a'e +I33.EFG +...+r:n—1.a'e +I3n H;'G

Comme le systeme est en translation, tous lesgpdete systeme ont méme déplacement :

drec =dr; =dr2 =drs =...=drnp— =drn

Ainsi, on a:
Vo = = = = = ===
m. dre =Fidri +Fodro +Fsdrs +...+ Foadrn-s + Fn drn
e~  dve- . - -
Avec m—2 dre = m——.ve dt =m.vs dve

Ce qui donne par intégration entre A et B :

B - — B— — B— — B> — B— — B> —
[ mvedve =[ Fidn +[ Fodre + [ Fadra+ ..+ [ Foadroa+ [ Fadr,
A A A A A A

B
[%m_vé} :WAHB(H)+WAHB(F2)+WAﬁB[F3)+...+WAHB(Fn—1)+WAHB(Fn)
A

Le systeme étant en translation, on obtient :
EC(B)—EC(A):WAﬁB(IE1)+WAHB(IEz)+WAﬁB(Iﬁ:3)+...+WAHB(IEn-1)+WAHB(IEnJ
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Théoréme de I'énergie cinétigue

Dans un référentiel galiléen, la variation d’énerge cinétique d’'un systeme en translation
dont le centre d’inertie passe d’'un point A & un pimt B est égale a la somme des travaux
des forces extérieures subies par ce systéme suipegcours.

2) Energie potentielle d’un systéme

Une force est dite conservative si son travail peus’écrire comme l'opposé de la
variation d’'une grandeur, appelée énergie potentié et notée E :

w, . [F)=—(,(®)-E,»)

Le travail d’'une force conservative ne dépend pasulchemin parcouru, mais seulement
de la position du point de départ et de la positiondu point d’arrivée du point
d’application.

Cas du poids
On a montré précédemment que le travail du pBidSun systeme de masse m s’écrivait :

W, ,(P)=mgz, ~-mgz, = —(m 9z, -m .ng): —(Epp(B)— Epp(A))
avecE,, =mgz+cste (la constante peut étre de n'importe quelle valeur

Le poids est une force conservative. Elle dérive do d'une énergie potentielle, dite de
pesanteur et notée f,.

L’énergie potentielle de pesanteur d’'un solide de asse m ayant son centre d’inertie a
l'altitude z s’écrit :

IEpp =mgz+ cste

Remarque
Une énergie potentielle, de par sa définition,d&ftnie a une constante prés. La valeur de

cette constante n'a en fait aucune importancepeastudie toujours des variations d’énergie
potentielle. C’est pourquoi, on choisit généraletnene constante nulle pour simplifier
I'expression de I'énergie potentielle.

Pour I'énergie potentielle de pesanteur, cela dorig = mgz

Cas de la force de frottement

On considére une force de frotteménta valeurconstante. Son travail, lorsque son point
d’application passe du point A au point B, vaut :

W, o(f)=[ fdr=["-fdr=—f [ dr=—AB

Ou AB désigne ici la longueur de la trajectoihe point d’application de la forck entre les
points A et B.

Le travail de cette force de frottement est dorsistént et il dépend du chemin parcouru par
le point d’application entre les deux points A et us le point d’application fait de détours
et plus le travail de la force est important.

Une force de frottement est non conservative : sdravail dépend du chemin suivi.
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Cas de la force de rappel d’'un ressort

On a montré préecédemment que le travail de la fdrcexercée par un opérateur sur un
ressort de raideur k et d’allongement x s’écrivait

W)= [°F (00 =kt = ko

Le travail de la force de rappel du ressort (oppds_lé) vaut donc :

o 1 1 1 1
W, _o(-F) = ["~F, (x).dx= ~ kg Dk = —(E.k.xé —E.k.xij = (E,.(8)-E,.(2))

_1 . ,
aveck,, —Ekx +cste (la constante peut étre de n’'importe quelle valeur

La force de rappel d'un ressort est conservative. Ie dérive donc d'une énergie
potentielle, dite elastique et notée .

L’énergie potentielle élastique d'un solide attachéa un ressort de raideur k et
d’allongement A/ s’écrit :

'_\

= kA + csteI

'c
I\J

Remargue on choisit généralement une constante nLﬂ:‘tge:%.k.Mz

3) Energie mécanique d'un systeme
On étudie le mouvement d’'un solide de masse masslation dans le référentiel terrestre.
On suppose qu’il subit :

—

- nforces extérieures conservatives, que I'on kateF-, ..., Fa

—

- p forces extérieures non conservatives, que I'da hp, 2, ..., fp

Le référentiel d’étude étant galiléen et le systeméranslation, on peut appliquer le théoréme
de I'énergie cinétique au systeme entre deux pdirgsB quelconques :

EC(B)—EC(A):WAAB(Izlj+WAAB(|EZJ+...+WAHB[|En)+WAAB(1?1J+WAHBUZJ+...+WAHB(fp)

Chaque force conservatie dérive d’une énergie potentielle, notgg E
W, o[ F: )=-(E,.(B)-E,.(a)

On note E leur somme.

Ainsi, la relation précédente devient :

E.(B)-E.(A)=-(E,(B)-E, (A))+WAHB(131)+WAﬁB(1?2)+...+WAﬁB(fp)
E.(B)-E.(A)+E,(B)-E,(A)=W, B( )

(E.(B)+E,(B))-(E.(A)+E,(A)) =W, (F ) N B( 2J+...+WAHB( p)
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On appelle énergie mécanique d’'un systeme la sommde son énergie cinétique et de
toutes ses énergies potentielles. Elle est notég E

[1l. Conservation de I'’énergie mécanigue d’'un systeme

1) Généralités
On obtient alors :

0 (B)En(A) =Wy o2+ W, (e oo w, [T )

L’énergie mécanique d'un systeme se conserve au csude tout mouvement de
translation étudié dans un référentiel galiléen gueonque si et seulement si les forces
non conservatives ont un travail globalement nul.

Remarques
» Dans le cas ou les forces non conservatives ottamail nul, I'énergie mécanique se

conserve E, (B)-E,(A)=0

Soit E,(B)-E.(A)=-(E,(B)-E,(A))

Ainsi, la variation d’énergie cinétique du systéast égale a 'opposé de la variation
de son énergie potentielle. Autrement dit, 'énerginétique se transforme en énergie
potentielle et vice-versa.

* Dans le cas contraire, I'énergie mécanique augnintmue si le travail des forces
non conservatives est globalement moteur/résistant.

2) Cas de la chute libre verticale

On considere un systéme de masse m laché a unealti. On a alors (cf. chapitre 4) :
Ve =gt

Zg = h—%gt2

On obtient alors :

l 2 1 242
E.=—mv. ==mqg‘t
c=5Me =5 g
E _=mgz.=m h—l t> |=m h—lm %2
pp gZG_ Zg =mg 2 g

Le systeme ne subit qu'une seule force : son p&dsame cette force est conservative, son
énergie mécanique se conserve au cours du mouvement

E,. =E.+E,, =cste

Ce que I'on peut vérifier a partir des expressimgsédentes :

E,=E.+E, =%mg2t2 + mgh—%mgzt2 =mgh

Ainsi, on fur et a mesure de la chute, I'énergiteptielle se transforme en énergie cinétique,
augmentant ainsi la vitesse du systeme, jusqutpuede systéme heurte le sol :
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Em = E¢ + Epp

Energie

Temps
3) Cas du solide attaché a un ressort horizontal

On considéere un systeme de masse m accroché assaortrdorizontal de raideur k et
d’allongement initial > 0. On a alors (cf. chapitre 8) :

_ k
-y
J?.(JEJ
Xoa|— sin ,[—t
m m
On obtient alors :
2
E. :Emvé - xo\/zsin L :Ekxgsinz \/Et
2 2 m m 2 m
1, 1 <)) 1 K
Eop :Ekxf3 ZEKEXOCO{\/%tJJ :Ekxﬁcosz(\/%tj

Le systéme subit trois forces (force de rappeldgat réaction du sol), dont une seule
travaille : la force de rappel du ressort. Commtecéorce est conservative, son énergie
mécanique se conserve au cours du mouvement :

E, =E, +E, =cste

Vg =

Ce que I'on peut vérifier a partir des expressijmgsédentes :

E,=E.+E, =%kx§sin2[\/%tJ +%kx§ co§(\/%tj :%kXS
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Ainsi, on fur et & mesure du mouvement, I'énergigeptielle se transforme en énergie
cinétique (rétraction du ressort étiré), augmengéamsi la vitesse du systeme, jusqu’a ce que
le systéeme arrive a la position d’équilibre staldasuite, le transfert est inversé : I'énergie
cinétique se retransforme en énergie potentietbenfression du ressort) jusqu’a ce que la
vitesse s'annule. Alors, le transfert change a rauwde sens (étirement du ressort comprimé)
jusqu’'a la position d’équilibre stable ou le trarsfchange a nouveau de sens (extension du
ressort) jusqu’a ce que le systeme retrouver siiguofitiale. Et ainsi de suite...

Em=Ec+Epe

Epe

Energie

0 Temps

4) Effet des frottements

La force de frottement est une force non consamajui travaille, puisqu’elle a la direction
du mouvement. Comme elle est de sens opposé avement, son travail est résistant.

Ainsi, en présence de frottement, I'énergie méaamidu systeme ne se conserve pas : elle
baisse. Dans le cas du frottement fluide, cettsskeaest d’autant plus importante que la
vitesse est importante. Ainsi, I'énergie mécanigaese perd pas de maniére constante dans le
temps, mais d’autant plus que I'énergie cinétiggtaraportante.
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